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Аннотация. В статье рассматриваются особенности применения булевых операций в 
процессе геометрического моделирования объектов. Проанализированы методы создания 
геометрических моделей с использованием булевых операций. Рассмотрены все булевы 
операции, при помощи которых появляется возможность моделирования объекта 
произвольной формы; разобрана суть и алгоритмы работы булевых операций. 

Ключевые слова: моделирование, геометрическая модель, булевы операции, 
применение булевых операций, алгоритм булевых операций. 

Актуальность и постановка проблемы. Актуальность исследования в 
области геометрического моделирования заключается в непрерывном 
использовании компьютерной графики в промышленно-бытовой сфере. 

Проведя анализ нынешней ситуации в области компьютерной графики и 
рынка ее реализации, было выяснено, что изучение процесса и методов 



Материалы IV Международной научно-практической конференции «Теоретико-
методологические аспекты преподавания математики», 4-5 мая 2021 г. 

58 

создания 3-х мерной модели при помощи булевых операций - актуальная и на 
сегодняшний день проблема. Также следует отметить, что геометрическое 
моделирование используется, иногда неявно, во многих сферах жизни человека. 

Практическая значимость данного исследования заключается в том, что 
для задач компьютерной графики булевы операции являются неотъемлемой 
частью процесса создания геометрического объекта или объединения 
нескольких. 

Изложение основного материала. Рассмотрим примеры основных и 
наиболее часто использующихся булевых операций в геометрическом 
моделировании и компьютерной графике в целом [1]. Так, широкое применение 
нашли следующие булевы алгоритмы взаимодействия объектов 
(соответственно ими называются булевы инструменты): 

– Intersect (пересечение). Операция пересечения тел кратко может быть 
охарактеризована следующим образом: нужно найти ребра пересечения граней 
тел, разрезать ими пересекшиеся грани, взять части граней первого тела, 
которые попали внутрь второго тела, и части граней второго тела, которые 
попали внутрь первого тела, и построить из этих частей новое тело.  

Операция пересечения тел имеет много общего с операцией объединения 
тел. Перед началом операции найдем пары подобных граней и среди них 
найдем пары перекрывающихся граней в пересекаемых телах. Так же как и в 
операции объединения тел, в операции пересечения тел выполнима построение 
новых ребер и резка ими исходных ребер тел.  

Новым ребрам так же дадим направление векторного произведения 
нормали грани первого тела с нормалью грани второго тела: 1 2.et m m  На рис. 
1 приведены пересекающиеся грани тел, которые режут друг друга. В 
пересечение тел войдет часть грани первого тела, лежащая внутри второго тела, 
и часть грани второго тела, лежащая внутри первого тела, рис. 2. 

 

 
Рисунок 1 – Пересекающиеся грани тел 
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Рисунок 2 – Грани, входящие в пересечение тел 

 
Формула операции пересечения: 

 |A B x x A   и x B          (1)
Лемма 1. В булевой операции пересечения двух тел новые ребра, 

направленные вдоль 1 2m m , войдут в циклы граней первого тела с 
положительным флагом, а в циклы граней второго тела – с отрицательным 
флагом. 

В операции пересечения тел потребуются только те новые ребра, 
смежные грани которых имеют продолжение внутрь одного из тел. 

Для примера возьмем сферу и куб (рис. 3). 
 

 
Рисунок 3 – Куб и сфера 

 
Результатом их пересечения станет объект, изображенный на рис. 4. 

 
Рисунок 4 – Результат пересечения куба и сферы 
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– Union (объединение). Операция объединения тел кратко может быть 
охарактеризована следующим образом: нужно найти ребра пересечения граней 
тел, разрезать ими пересекшиеся грани, взять части граней первого тела, 
которые не попали внутрь второго тела, и части второго тела, которые не 
попали внутрь первого тела, и построить из этих частей новое тело.  

Формула операции объединения:  
 |A B x x A   или x B      (2) 

Перед началом операции найдем пары подобных граней в объединяемых 
телах. Каждая пара таких граней расположена на одинаковых или подобных 
поверхностях, но может иметь различные области определения и ориентации 
нормалей. Среди подобных граней выделим пары граней, имеющие одинаковые 
по направлению нормали в совпадающих точках. Такие грани будем называть 
перекрывающимися гранями. Примером перекрывающихся граней служат 
верхние грани тел, приведенных на рис. 5. Подобные грани не будем 
пересекать. Перекрывающиеся грани будем объединять. Операцию начнем с 
построения кривых пересечения граней первого тела с гранями второго тела. На 
базе кривых пересечения граней первого и второго тел построим новые ребра. 
Новым ребрам дадим направление векторного произведения нормали грани 
первого тела с нормалью грани второго тела: 1 2.et m m   Вектор нормали грани 
первого тела 1m , и вектор нормали грани второго тела 2m , вычислены в точке 
пересечения граней. Направление ребра определяется признаком совпадения с 
направлением кривой пересечения. На рис. 6 приведены новое ребро 
пересечения грани первого тела с гранью второго тела.  

 
Рисунок 5 – Цилиндр и параллелепипед 
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Рисунок 6 – Пересечения грани первого тела с гранью второго тела 

 
Новые ребра построим так, чтобы они полностью лежали внутри циклов 

граней исходных тел. Новые ребра могут подходить к границам грани только 
своими вершинами. На рис. 7 показаны те части граней, которые войдут в 
объединение тел (тонкими линиями со стрелками показано направление циклов 
граней результата булевой операции). 

 

 
Рисунок 7 – Части граней, которые войдут в объединение тел 

 
Лемма 2. В булевой операции объединения двух тел новые ребра, 

направленные вдоль 1 2 ,m m , войдут в циклы граней первого тела с 
отрицательным флагом, а в циклы граней второго тела – с положительным 
флагом. 

В операции объединения тел потребуются только те новые ребра, 
смежные грани которых имеют продолжение вне одного из тел. Пример 
определения нужных новых ребер приведен на рис. 8. 
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Рисунок 8 – Определение нужных ребер в объединении тел 

 
– Difference (разность). Операция вычитания тел сводится к булевой 

операции пересечения первого тела и вывернутого наизнанку второго тела. 
Вывернутое наизнанку тело получим из исходного тела путем переориентации 
направлений нормалей граней и направлений циклов граней. Переориентация 
направления нормали грани производится изменением признака совпадения 
нормали поверхности и нормали ее грани. Переориентация направления цикла 
грани производится перестроением списка ребер (изменением на обратный 
порядок следования ребер в списке) и изменением значений флагов ребер в 
списках.  

Формула операции разности:  
 \ |C B A x x иx A                                (3) 

Пример результата операции вычитания проиллюстрирован на рис. 9.  

 
Рисунок 9 – Результат вычитания конуса из куба 

 
Булевы операции подчинены общему алгоритму работы [2], то есть 

отбора необходимых граней и ребер для осуществления конкретной операции. 
Данный алгоритм разбивается на 5 шагов. 

Шаг первый – построение новых ребер, по которым пересекаются грани 
тел-операндов. Шаг второй – отбор среди новых ребер действительно 
необходимых для выполняемой операции. Шаг третий – перестроение 
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перекрывающихся граней. Шаг четвертый – перестроение пересекшихся 
граней. И шаг пятый – формирование оболочки нового тела из перестроенных 
граней и связанных с ними исходных граней тел-операндов. 

Далее перейдем к самому процессу моделирования. Классифицируют три 
типа геометрических моделей относительно имеющихся данных - это каркасная 
модель (представляющая форму изделия в виде конечного множества линий, 
лежащих на поверхностях изделия); поверхностная модель (отображающая 
форму изделия с помощью задания ограничивающих ее поверхностей, 
например, в виде совокупности данных о гранях, ребрах и вершинах); и 
объемная модель, которая используется в данной работе, (отличающаяся тем, 
что в них в явной форме содержатся сведения о принадлежности элементов 
внутреннему или внешнему по отношению к изделию пространству). 

Продемонстрируем применение булевых операций в процессе 
геометрического моделирования радиально-упорного шарикового подшипника.  

Процесс моделирования начат с построения наружной обоймы 
подшипника. Для этого была использована окружность, состоящая из 32-х 
вершин для достаточной сглаженности будущей геометрии. Затем из нее 
вытянута окружность меньшего радиуса. После данной операции вершины 
обеих окружностей были вытянуты по вертикали. Таким образом, получен 
масштабированный по вертикали четырёхгранный тороид. Те же манипуляции 
были проведены при моделировании внутренней обоймы.

Следующий шаг – создание внутренних шариков подшипника из 9 
радиально размещенных сфер. 

Затем создание крышки подшипника, которая состоит, так же как 
обоймы, из модифицированных окружностей. При помощи манипулирования и 
вытягивания точек связанных окружностей, была создана необходимая 
геометрия, а затем крышка отражена по вертикали относительно 
геометрического центра внутренней обоймы подшипника. 

После этого было начато моделирование наиболее сложной части 
изделия – сепаратора. Данная деталь состоит из частей сферы и загнутых 
пластин.  

Поэтому сначала была создана сфера и операцией вычитания в ней 
обрезаны лишние полигоны. Затем была смоделирована необходимая пластина 
и применена операция объединения к двум объектам.  

Далее имеющаяся составляющая сепаратора была продублирована и 
расставлена радиально в соответствии с уже готовыми шариками. 

После этого смоделированы специальные дорожки качения для шариков 
во внешней и внутренней обоймах подшипника. Для этого из обеих частей 
вычли при помощи операции difference один и тот же тор, который в сечении 
имеет радиус немного больше радиуса шариков. 

Затем были смоделированы стопорные кольца крышек подшипника. Для 
этого вытянута нужная геометрия из окружностей соответственно референсу. 
Следующий шаг – вырезаны с помощью операции вычитания нужные 
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технологические углубления сверху и снизу внешней обоймы подшипника. 
Далее четырехгранный тор, с помощью которого делались вырезы в 

обойме, был модифицирован в стопорное кольцо. Для этого были удалены 
лишние точки, ребра и полигоны. 

В итоге получена готовая модель промышленного подшипника, рис. 10. 
 

 
Рисунок 10 – Модель промышленного подшипника 

 
Выводы и перспективы дальнейших исследований. Как показывают 

исследования, геометрическое моделирование без булевых операций 
невозможно, так как создание объекта произвольной геометрической формы 
было бы недостижимой целью. В современном мире востребованность 
продуктов изготовленных при помощи компьютерной графики довольно 
трудно переоценить. Прогресс не стоит на месте, и с каждым годом скорость 
развития технологий увеличивается. Именно этот фактор и обуславливает 
актуальность компьютерной графики в различных направлениях промышленно-
бытовой сферы. 
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