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1 Вступ. Основнi визначення.

Метою роботи є вивчення деяких комбiнатор-
них властивостей, що виникають при класи-
фiкацiї напiвланцюгових кiлець iз скiнченною
розмiрнiстю Круля, кусково нетерових напiв-
ланцюгових кiлець, та напiвланцюгових кiлець
з нетеровою дiагоналлю нiльпотентним первин-
ним радiкалом, первинний сагайдак яких є лан-
цюг.

Розмiрнiсть Круля напiвланцюгових кiлець
вивчалася багатьма авторами. Чаттерс у [6] до-
водить структурну теорему для первинних на-
пiвланцюгових кiлець зi скiнченною розмiрнi-
стю Круля. М. Апхам [4] отримує структурну
теорему для несiнгулярних напiвланцюгових кi-
лець з розмiрнiстю Круля одиниця. У випадку
напiвланцюгових кiлець iз скiнченною розмiр-
нiстю Крулля виникають комбiнаторнi резуль-
тати, пов’язанi iз класифiкацiєю таких кiлець.
Зв’язки мiж кiлькiстю допустимих послiдовно-
стей та числами Каталана вивчалися у [8]. В ро-
ботi iстотньо використовуються результати ро-
бiт, Н.М. Губаренi, В.В. Кириченко [1],[2], а та-
кож Г. Пунинського [5].

Означення 1.1. Модуль M називається ланцю-
говим, якщо гратка його пiдмодулiв утворює
ланцюг, тобто множина всiх пiдмодулiв моду-
лю M є лiнiйно впорядкована вiдносно вклю-
чення. Модуль називається напiвланцюговим,
якщо вiн розкладається у скiнченну пряму суму
ланцюгових модулiв.

Означення 1.2. Кiльце R називається ланцю-

говим справа, якщо RR є правим ланцюговим
модулем, тобто гратка правих iдеалiв є лiнiйно
впорядкована.

Означення 1.3. КiльцеR називається напiвлан-
цюговим справа, якщо RR є напiвланцюговим
модулем. Кiльце яке є напiвланцюгове справа
та злiва називається напiвланцюговим.

Означення 1.4. Нехай M – правий R-модуль.
Розмiрнiсть Круля модуля M будемо позначати
через Kdim(M) i визначимо наступним чином:

якщо M = 0, тодi Kdim(M) = −1;
якщо α – ординал i Kdim(M) ≮ α, тодi

Kdim(M) = α, якщо не iснує нескiнченного
убиваючого ланцюга

M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . .

пiдмодулiв Mi, таких, що для i = 1, 2, . . .,
Kdim(Mi/Mi+1) ≮ α.

Якщо не iснує ординалу α, такого, що
Kdim(M) = α, то будемо говорити, що M не
має розмiрностi Круля.

Означення 1.5. Правою розмiрнiстю Круля
кiльця R називається розмiрнiсть Круля право-
го регулярного модуля RR i будемо позначати
її через Kdim(R).

Наступний факт ([3]) корисний при об-
числюваннi розмiрностi Круля. Якщо модуль
M має розмiрнiсть Круля, тодi Kdim(M) ≤
sup{Kdim(M/E) + 1 | E – iстнотнiй пiдмодуль
M}.
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Твердження 1. ([5]) Для кожноо напiвланцю-
гового кiльця R i натурального n, Kdim(R) ≥ n
тодi i тiльки тодi, коли Kdim(Ri) ≥ n для ко-
жного i.

2 Класи еквiвалентностi напiвланцюго-
вих кiлець з скiнченною розмiрнiстю
Круля.

Означення 2.1. Кiльце A називається кусково
нетеровим справа, якщо воно задовiльняє на-
ступним умовам

i) A має скiнченну множину попарно орто-
гональних примiтивних iдемпотентiв e1, . . . , en,
таких, що 1 = e1 + . . .+ en.

ii) eiAei – нетерово справа для кожного при-
мiтивного iдемпотента ei, i = 1, . . . , n (див. [2]).

Аналогiчно визначаються кусково нетеровi
злiва кiльця. Кусково нетерове злiва й справа
кiльце називається кусково нетеровим.

У зв’язку з твердженням 1 для напiвлан-
цюгових кусково нетерових кiлець введемо на-
ступну класифiкацiю таких кiлець. Нехай A i B
напiвланцюговi кусково нетеровi кiльця, що ма-
ють розмiрнiсть Круля 1. 1A = e1+e2+ . . .+en,
1B = f1 + f2 + . . . + fm. Позначимо Ai = eiAei,
Bj = fjBfj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Покладе-
мо

A ∼ B ⇔ {n = m,

n∑

i=1

Kdim(Ai) =

=
m∑

j=1

Kdim(Bi), i, j = 1, . . . , n)}.

Позначимо через A1,n класс всiх напiвлан-
цюгових кусково нетерових кiлець, таких, що
мають розмiрнiсть Круля одиниця i для кожно-
го кiльця A ∈ A1,n одиниця є сумою n ортого-
нальних iдемпотентiв 1 = e1 + . . . + en, n ∈ N .
Якщо

∑n
i=1Kdim(Ai) = s для деякого i. Вiдпо-

вiдний клас еквiвалентностi будемо позначати
через A1,n,s.

Справедлива наступна теорема

Теорема 1. Нехай n ∈ N , тодi кiлькiсть кла-
сiв еквiвалентностi за вiдношенням ∼ на мно-
жинi A1,n напiвланцюгових кусково нетерових
кiлець дорiвнює n+ 1.

Доведення. Нехай A – довiльне напiвланцю-
гове кусково нетерове кiльце. Тодi для будь-

якого локального iдемпотенту e, eAe – ланцю-
гове нетерове кiльце. Одже eAe є або дискре-
тно нормоване кiльце, або артинове ланцюгове
кiльце. У першому випадку розмiрнiсть Круля
Kdim(eAe) = 1 оскiльки eAe двобiчно нетеро-
ве i ланцюгове. У другому випадку розмiрнiсть
Круля дорiвнює 0, оскiльки eAe артинове.

Нехай n ∈ N , Kdim(Ai) ≤ 1, i = 1, . . . , n
для будь-якого кусково нетерового кiльця. Звiд-
си

n∑

i=1

Kdim(Ai) ≤ n, i = 1, . . . , n.

Кiлькiсть всiх рiзних послiдовностей довжини
n з нулiв та одиниць i впорядкованих за зроста-
нням є n + 1, одже кiлькiсть класiв еквiвален-
тностi дорiвнює n+ 1.

Позначимо через Ak,n класс всiх нерозкла-
дних напiвланцюгових кiлець, таких, що ма-
ють скiнченну розмiрнiсть Круля, яка дорiвнює
k, k ∈ N i для кожного кiльця

A ∈ Ak,n ⇔ Kdim(A) = k, 1A = e1+e2+. . .+en.

Нехай A,B ∈ Ak,n Покладемо

A ∼k B ⇔ {∃πn ∈ Sn | πn(f1, . . . , fn) =
= (f ′

1, . . . , f
′
n) ⇒ Kdim(eiAei) =

= Kdim(f ′
iBf ′

i), i = 1, . . . , n), }

де Sn симетрична група переставок на множи-
нi з n елементiв. Тобто два кiльця належать до
одного класу тодi i тiльки тодi, коли можливо
так розташувати їх iдемпотенти, що вiдповiд-
нi дiагональнi елементи у декомпозицiях Пiрса
цих кiлець мають однаковi розмiрностi Круля.

Позначимо через Ak,n/ ∼k множину класiв
еквiвалентностi за вiдношенням ∼k. Нехай Ck

n

позначає кiлькiсть сполучень.

Теорема 2. Кiлькiсть класiв еквiвалентностi
на множинi Ak,n за вiдношенням ∼k дорiвнює

|Ak,n/ ∼k | =
n−1∑

i=1

Ci
k+i−1 = Ck

n+2k−2 − 1.

Доведення. За твердженням 1

Kdim(A) ≥ Kdim(Ai), Kdim(A) = k,
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для будь-якого кiльця A ∈ Ak,n. Одже
Kdim(Ai) може набувати значень з множини
{0, 1, . . . , k}. Нехай A ∈ Ak,n довiльне кiль-
це, 1 = e1 + e2 + . . . + en. Через те, що
кiльце A має скiнченну розмiрнiсть Крулля
k отримуємо послiдовнiсть натуральних чисел
{Kdim(A1),Kdim(A2), . . . ,Kdim(An)}, знову з
твердження 1 випливає, що Kdim(A) =
maxAi, i = 1, . . . , n та обов’язково iснує деякий
номер i, такий, що Kdim(Ai) = k. Одже кiль-
кiсть класiв збiгається з кiлькiстю рiзних послi-
довностей натуральних чисел вiд 0 до k довжи-
ни n впорядкованих за зростанням. Кiлькiсть
таких послiдовностей будемо шукати у виглядi
суми S = s1 + s2 + . . . + sn, де si – кiлькiсть
послiдовностей довжини n , що мiстять рiвно i
разiв число k. Будемо вважати рiзнi числа вiд
0 до k − 1 об’єктами. Виникає наступна комбi-
наторна задача. Маємо об’єкти k − 1 типiв, по-
трiбно обчислити скiльки комбiнацiй можливо
зробити так, щоби у кожну комбiнацiю входи-
ло n− i об’єктiв. Кожну комбiнацiю закодуємо
за допомогою 0 та 1, 1 буде вiдповiдати об’є-
ктам, 0 виконувати функцiю роздiльника. Тодi,
наприклад, записав n− i одиниць та k− 1 нуль
отримуємо комбiнацiю, за якою обирається n−i
об’єктiв першого типу та жодного iнших типiв.
Виконуючи переставки всiма способами n − i
одиниць та k− 1 нулiв, кожен раз будемо отри-
мувати деяке розташування з n− i чисел.

P (n− i, k − 1) =
(n− i+ k − 1)!

(n− i)!(k − 1)!
= Cn−i

n+k−i−1.

Звiдси

S = Cn−1
n+k−2 + Cn−2

n+k−3 + . . .+ C1
k =

n−1∑

i=1

Ci
i+k−1.

Через те, що Ck
n = Cn−k

n

n−1∑

i=1

Ci
i+k−1 =

n−1∑

i=1

Ck−1
i+k−1 = A

За одним з визначень бiномiальних коефi-
цiєнтiв маємо

(x+ 1)n =

n∑

i=0

Ci
nx

i.

Одже, Ci
n – коефiцiєнт бiля xi у розкладi (x +

1)n. Звiдси, S є сумою коєфiцiентiв бiля xk−1 у
виразi

(x+ 1)k + . . .+ (x+ 1)n+k−2.

Спрощуючи як суму геометричної прогресiї,
отримуємо

(x+ 1)k + . . .+ (x+ 1)n+k−2 =

=
(x+ 1)k(1− (x+ 1)n+k−2)

1− (x+ 1)
=

=
(x+ 1)k((x+ 1)n+k−2 − 1)

x
=

=
(x+ 1)n+2k−2 − (x+ 1)k

x

Звiдси, S – коефiцiєнт бiля xk у виразi

(x+ 1)n+2k−2 − (x+ 1)k

Таким чином, S = Ck
n+2k−2 − 1.

3 Про кiлькiсть класiв еквiвалентно-
стi напiвланцюгових нерозкладних кi-
лець з нетеровою дiагоналлю та нiль-
потентним первинним радiкалом.

Означення 3.1. Послiдовнiсть p1, p2, . . . , pt на-
зивається допустимою, якщо вона задовольняє
наступним нерiвностям

2 ≤ pi ≤ pi+1 + 1, i = 1, . . . , t− 1, pt = 1,

або нерiвностям

2 ≤ pi ≤ pi+1+1, i = 1, . . . , t−1, 2 ≤ pt ≤ p1+1,

Означення 3.2. Сагайдак Q називається право-
рядним, якщо iз кожної його вершини виходить
не бiльше однiєї стрiлки.

Означення 3.3. Контуром сагайдака Q нази-
вається послiдовнiсть попарно рiзних вершин
{i1, . . . , it} та стрiлок {σ1, . . . , σt}, таких, що ко-
жна стрiлка σk з’эднує ik з ik+1 або ik+1 з ik,
крiм того стрiлка σt з’єднує it з i1 або i1 з it.
Зв’язний сагайдак без контурiв називається де-
ревом. Коренем дерева називається вершина iз
якої не виходить стрiлка.

Теорема 3. Кiлькiсть допустимих послiдов-
ностей довжини t дорiвнює (t − 1)-му числу
Каталана Ct−1.
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Доведення. Для доведення теореми встанови-
мо бiєкцiю мiж множиною всiх допустимих по-
слiдовностей довжини t та множиною всiх одно-
кореневих дерев з t вершинами. За [7] кiлькiсть
всiх однокореневих дерев з t+ 1 вершиною є t-
те число Каталана. Далi, будь-яке однокореневе
дерево будемо називати просто деревом.

У випадку t = 1 маємо одну допустиму по-
слiдовнiсть 1, якщо t = 2 маємо послiдовнiсть
21, продовжуючи подiбним чином побудуємо всi
допустимi послiдовностi довжини 3, це є 221,
321, легко бачити, що на i-му мiсцi у послiдов-
ностi може бути розташоване тiльки одне з чи-
сел {2, . . . , t− i+ 1}, i = 1, . . . , t− 1. Допустимi
послiдовностi довжини 4 є:

4321, 3321, 2321, 3221, 2221

Нехай p1, p2, . . . , pt−1, pt – довiльна допустима
послiдовнiсть. Будемо зiставляти кожнiй допу-
стимiй послiдовностi довжини t дерево з t вер-
шинами наступним чином: проведемо на пло-
скостi t паралельних прямих, якi позначимо
L1, L2, . . . , Lt , далi, читаючи послiдовнiсть злi-
ва направо, зiставимо кожному pj , 1 ≤ j ≤ t
точку на Lpj -й прямiй. Позначимо точки через
P1, P2, . . . , Pt. Будемо сполучувати точки Pi та
Pj ребром тодi i тiльки тодi, коли pj ≤ pi + 1 i
i < j, 1 ≤ i, j ≤ t. За побудовою, отримана фiгу-
ра є деревом, що мiстить t-точок. Вiдповiднiсть
у випадку t = 4 див. Рис 1.

Припустимо за iндукцiєю, що допустимi по-
слiдовностi довжини t вiдповiдають всiм дере-
вам з t вершинами. Покажемо, що це справе-
дливо i для випадку t+ 1. Допустимi послiдов-
нiстi довжини t + 1 можна отримати додаючи
одне з чисел {2, . . . , t + 1} злiва до допустимої
послiдовностi довжини t. Нехай p1, . . . , pt до-
вiльна допустима послiдовнiсть довжини t, Tt

– дерево, що вiдповiдає цiй послiдовностi. Не-
хай c, p1, . . . , pt допустима послiдовнiсть довжи-
ни t + 1. Додамо точку Ci на деяку з прямих
Li, i = 2, . . . , t+ 1. З’єднаймо ребром точку Cj

з деякою точкою, що мiститься на прямiй Lj−1

таким чином, щоб c ≤ p1 + 1. За побудовою ми
знову отримаємо дерево, одже отриманi фiгури
є всiма можливими деревами з t+1 вершинами.

Навпаки можна показати, що будь-якому
дереву з t вершинами можливо поставити у вiд-
повiднiсть допустиму послiдовнiсть, якщо про-
вести t паралельних прямих L1, . . . , Lt , та по-
будувати всi можливi дерева з t вершинами, та-
ким чином, щоб кожна вершина дерева належа-
ла деякiй прямiй Li, i = 1, . . . , t. Якщо Pi ∈ Li

будемо вважати pi = i, i = 1, . . . , t. Обходя-
чи всi вершини дерева по гiлках, двигаючись
з корня дерева, та починаючи з самої короткої
лiвої гiлки будемо виписувати вiдповiднi точки
дерева справа налiво p1, p2, . . . , pt, пiсля прохо-
ду кожної гiлки, пройденi ребра зтираються. За
[7] кiлькiсть таких дерев є Ct−1.

У випадку t = 4 маємо

Рис 1.

Означення 3.4. Первинним рядом A-модуля M
називається ряд

M ⊃ ML ⊃ · · · ⊃ MLk−1 ⊃ MLk = 0.

Мiнiмальне число k, таке, що MLk = 0 назива-

ється довжиною первинного ряду. Будемо по-
значати її через k = pl(M).

Означення 3.5. Напiвланцюгове нерозкладне
кiльце A з нетеровою дiагоналлю i нiльпотен-
тним первинним радiкалом L та первинним са-
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гайдаком PQ(A) будемо називати кiльцем пер-
шого типу, якщо PQ(A) є ланцюг.

Означення 3.6. Нехай A1 та A2 нерозкладнi на-
пiвланцюговi кiльця з нетеровою дiагоналлю
i нiльпотентним первинним радiкалом. Будемо
говорити, що A1 та A2 належать до одного кла-
су еквiвалентностi тодi i лише тодi, коли їх пер-
виннi сагайдаки збiгаються i кiльця A1, A2 є
першого типу.

Зв’язок мiж кiлькiстю класiв еквiвалентно-
стi напiвланцюгових нерозкладних кiлець з не-
теровою дiагоналлю першого типа та числами
Каталана виникає завдяки наступнiй теоремi

Теорема 4. [2] Нехай A є нерозкладне на-
пiвланцюгове кiльце з нетеровою дiагоналлю i
нiльпотентним первинним радiкалом L

a) якщо первинний сагайдак кiльця A є лан-
цюг, тодi

2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1, i = 1, . . . , t− 1, plt = 1,

b) якщо первинний сагайдак кiльця A є
цикл, тодi

2 ≤ pli ≤ pli+1+1, i = 1, . . . , t−1, 2 ≤ plt ≤ pl1+1,

Наслiдок.Кiлькiсть класiв еквiвалентностi не-
розкладних напiвланцюгових кiлець з нетеро-
вою дiагоналлю нiльпотентним первинним ра-
дiкалом, первинний сагайдак яких є ланцюг
довжини n є n− 1-ше число Каталана.
Доведення. За попередньою теоремою, якщо
первинний сагайдак кiльця є ланцюг довжини
n, тодi довжини всiх первинних рядiв задоволь-
няють нерiвностям.

2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1, i = 1, . . . , n− 1, pn = 1,

За визначенням послiдовнiсть pl1, . . . , pln є
допустимою, одже, за теоремою 2, кiлькiсть

допустимих послiдовностей довжини n є (n−1)-
ше число Kаталана, звiдси, кiлькiсть класiв
еквiвалентностi дорiвнює n− 1-му числу Ката-
лана.
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