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1 Вступ. Основнi визначення.

Розмiрнiсть Круля напiвланцюгових кiлець ви-
вчалася багатьма авторами. Чаттерс у [7] дово-
дить структурну теорему для первинних напiв-
ланцюгових кiлець зi скiнченною розмiрнiстю
Круля. М. Апхам [4] отримує структурну теоре-
му для несiнгулярних напiвланцюгових кiлець
з розмiрнiстю Круля одиниця.

Напiвланцюговi кусково нетеровi кiльця
вперше з’явилися в роботi Н.М. Губаренi i
В.В. Кириченко [2]. Метою роботи є описання
будови нерозкладних напiвланцюгових кусково
нетерових кiлець i вивчення розмiрностi Кру-
ля таких кiлець, а також вивчення властиво-
стей напiвланцюгових кiлець зi скiнченною роз-
мiрнiстю Круля. В роботi iстотньо використо-
вуються результати робiт М. Апхам (Райт) [4],
Н.М. Губаренi, В.В. Кириченко [1],[2], Г. Пунин-
ського [5].

Означення 1.1. Модуль M називається ланцю-
говим, якщо гратка його пiдмодулiв утворює
ланцюг, тобто множина всiх пiдмодулiв моду-
лю M є лiнiйно впорядкована вiдносно вклю-
чення. Модуль називається напiвланцюговим,
якщо вiн розкладається у скiнченну пряму суму
ланцюгових модулiв.

Означення 1.2. Кiльце R називається ланцю-
говим справа, якщо RR є правим ланцюговим
модулем, тобто гратка правих iдеалiв є лiнiйно
впорядкована.

Означення 1.3. КiльцеR називається напiвлан-
цюговим справа, якщо RR є напiвланцюговим
модулем. Кiльце яке є напiвланцюгове справа
та злiва називається напiвланцюговим.

Означення 1.4. Нехай M – правий R-модуль.
Розмiрнiсть Круля модуляM будемо позначати
через Kdim(M) i визначимо наступним чином:

якщо M = 0, тодi Kdim(M) = −1;
якщо α – ординал i Kdim(M) ≮ α, тодi

Kdim(M) = α, якщо не iснує нескiнченного
убиваючого ланцюга

M =M0 ⊇M1 ⊇M2 ⊇ . . .

пiдмодулiв Mi, таких, що для i = 1, 2, . . .,
Kdim(Mi/Mi+1) ≮ α.

Якщо не iснує ординалу α, такого, що
Kdim(M) = α, то будемо говорити, що M не
має розмiрностi Круля.

Означення 1.5. Правою розмiрнiстю Круля
кiльця R називається розмiрнiсть Круля право-
го регулярного модуля RR i будемо позначати
її через Kdim(R).

2 Розмiрнiсть Круля напiвланцюгових
кiлець.

Для напiвланцюгових кiлець права та лiва роз-
мiрнiсть Круля, якщо вони є визначенi збiгаю-
ться [9].

Визначимо для кiльця R за допомогою
трансфiнiтної iндукцiї послiдовнiсть двобiчних
iдеалiв J(α)(R). Покладемо J(0)(R) = Jac(R) i
J(α)(R) = ∩β<αJ(β)(R), якщо α граничний ор-
динал. Для α = β + 1 ми покладемо J(α)(R) =
∩n∈wJn(β)(R).

Якщо кiльце R має K dim(RR) ≤ α, тодi
J(α)(R) – нiльпотентний iдеал (див. [5]).

Твердження 1. ([5]) Нехай R – напiвланцюго-
ве кiльце i α – найменший ординал, такий, що
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iдеал J(α)(R) нiльпотентний. Тодi лiва i пра-
ва розмiрнiсть Круля кiльця R дорiвнює α. В
iнших випадках обi розмiрнiстi не визначенi.

Наступне твердження дає можливiсть об-
числювати розмiрнiсть Круля напiвланцюгово-
го кiльця за допомогою розмiрностей дiагональ-
них компонентiв.

Твердження 2. ([5]) Для кожного напiв-
ланцюгового кiльця R i натурального m
K dim(R) ≥ m тодi i тiльки тодi, коли
K dim(Ri) ≥ m для кожного i.

Первинний радiкал Pr(R) напiвланцюгово-
го кiльця R з розмiрнiстю Круля є нiльпотен-
тним ([7]).

Напiвланцюговi несiнгулярнi базиснi вивча-
лися у ([5]), якщо R напiвланцюгове базiсне
нерозкладне несiнгулярне кiльце з розмiрнiстю
Круля одиниця 1. Тодi R iзоморфне кiльцю ви-
ду




V1 . . . V1 . . . D . . . D
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

J1 . . . V1 . . . D . . . D
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . Vn . . . Vn
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . Jn . . . Vn




,

де Vi ланцюговi нетеровi областi цiлiсностi з ра-
дiкалом Джекобсона Ji i загальним тiлом ча-
сток D.

Наступний факт ([3]) корисний при обчи-
слюваннi розмiрностi Круля модулiв з розмiр-
нiстю Круля. Якщо модуль M має розмiрнiсть
Круля, тодi Kdim(M) ≤ sup{Kdim(M/E) + 1 |
E – iстнотнiй пiдмодуль M}.

Якщо R – спадкове нетерове первинне кiль-
це, тодi Kdim(R) ≤ 1 ([3]).

За визначенням розмiрнiсть Круля будь-
якого артинового кiльця є нуль. Отже напiв-
ланцюговi артиновi кiльця мають розмiрнiсть
Круля нуль.

Твердження 3. Нехай R – напiвланцюгове не-
терове злiва i справа кiльце. Тодi Kdim(R) ≤ 1.

Доведення. Нехай J – радiкал Джекобсона
кiльця R. Для напiвланцюгових нетерових кi-
лець ∩Jn = 0 ([7]). З цього J(1) = ∩Jn = 0 i
J(1) є нiльпотентний, за твердженням 1, якщо

α є найменший ординал, такий, що J(α) є нiль-
потентний, тодi розмiрнiсть Круля дорiвнює α.
У артиновому випадку розмiрнiстью Круля до-
рiвнює нулю, з цього маємо Kdim(R) ≤ 1.

Твердження 4. Нехай R напiвланцюгове не-
терове справа базисне кiльце. Якщо сагайдак
кiльця R є цикл, то розмiрнiсть Круля кiль-
ця R дорiвнює 1. Якщо сагайдак R є ланцюг,
тодi розмiрнiсть Круля кiльця R дорiвнює 0.

Доведення. Нехай сагайдак кiльця R є цикл.
Тодi, за лемою 7.12 [5], якщо R є напiвланцю-
гове нетерове справа кiльце i сагайдак якого є
цикл, тодi R є двобiчно нетерове i J(1)(R) =
∩kJack(R) = 0. З цього випливає, що розмiр-
нiсть Круля R дорiвнює 1.

Нехай сагайдак R є ланцюг, за лемою 7.6.
[5], якщо R – напiвланцюгове базiсне нетеро-
ве справа, тодi всi модулi eiR мають скiнченну
довжину. Одже R є артинове i має розмiрнiсть
Круля 0.

3 Розмiрнiсть Круля напiвланцюгових
кусково нетерових кiлець.

Означення 3.1. Кiльце A називається кусково
нетеровим справа, якщо воно задовiльняє на-
ступним умовам

i) A має скiнченну множину попарно орто-
гональних примiтивних iдемпотентiв e1, . . . , en,
таких, що 1 = e1 + . . .+ en.

ii) eiAei – нетерово справа для кожного при-
мiтивного iдемпотента ei, i = 1, . . . , n (див. [1]).

Аналогiчно визначаються кусково нетеровi
злiва кiльця. Кусково нетерове злiва й справа
кiльце називається кусково нетеровим.

Вiдзначимо, що кожне нетерове справа
кiльце є кусково нетеровим. Кусково нетеровi
кiльця можна розглядати як деяке узагальнен-
ня нетерових (справа, злiва) кiлець, яке пов’я-
зане з наступною теоремою
Теорема.(теорема 3.6.1. див. [1])Нехай A до-
вiльне кiльце з iдемпотентом e2 = e ∈ A. По-
кладемо f = 1− e, eAf = X, fAe = Y i

A =

(
eAe X
Y fAf

)

вiдповiдна декомпозицiя Пiрса кiльця A. Тодi
кiльце A є нетеровим справа (артиновим) тодi
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i тiльки тодi, коли кiльця eAe i fAf є нетеро-
вими справа (артиновими), X – це скiнченно-
породженний fAf -модуль i Y – скiнченнопоро-
дженний eAe-модуль.

Зокрема, вiдзначимо, що кожне напiвлан-
цюгове кiльце є напiвдосконалим, звiдки – умо-
ва (i) означення завжди справедлива для таких
кiлець.

Наведемо також наступнi факти про куско-
во нетеровi кiльця (див. [2]).

Зважаючи на теорему 3.6.1. [1] Напiвланцю-
гове кусково нетерове справа кiльце є кусково
нетеровим злiва ([2]). Крiм того, напiвланцю-
гове кусково нетерове напiвпервинне кiльце є
нетеровим див. [2].

Означення 3.2. Нехай Pr(A) – первинний радi-
кал кiльця A. Кiльце A/Pr(A) називається дiа-
гоналлю A.

Теорема. ([3]) Якщо A напiвланцюгове куско-
во нетерове кiльце, тодi

(1) первинний радiкал Pr(A) – нiльпотен-
тен;

(2) дiагональ A є нетеровою.

4 Властивостi напiвланцюгових кусково
нетерових кiлець.

Лема 1. Нехай A – кусково нетерове кiль-
це, таке, що всi eAe для будь-якого локального
iдемпотенту e є дискретно нормованi кiльця.
Тодi A є несiнгулярне напiвспадкове кiльце.

Доведення. За умовою eAe – дискретно
нормованi кiльця, для будь-якого локального
iдемпотенту e, у цьому випадку Pr(eAe) =
ePr(A)e = 0 i первинний радiкал Pr(A) = 0.
Через те, що сiнгулярний iдеал Sing(A) мiсти-
ться у первинному радiкалi кiльця, Sing(A) =
0. Звiдси кiльце A є несингулярне. За [11] на-
пiвланцюгове несiнгулярне кiльце є напiвспад-
ковим злiва та справа.

Теорема 1. Якщо A нерозкладне напiвланцю-
гове кусково нетерове кiльце, таке, що eAe –
дискретно нормованi кiльця, для всiх локаль-
них iдемпотентiв e, тодi

(a) A є несiнгулярне;
(b) розмiрнiсть Круля кiльця A дорiвнює

одиницi;
(c) iснують несингулярнi, нерозкладнi на-

пiвланцюговi нетеровi кiльця T1, T2, . . . , Tn та
Ti-Tj-бiмодулi Mij , i, j ∈ {1, . . . , n}, такi, що

(i) для i > j > k, Mij ⊗Mjk = Mik i для
i < j, Mij = 0.

(ii) для i > j, як лiвий Ti-модуль Mij є пря-
мою сумою tj копiй єдиного несингулярного не-
розкладного iн’єктивного лiвого Ti-модуля, де
tj = rank(Tj);

(iii) для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n} iснує
точний несингулярний ланцюговий правий Tj-
модуль Xj, який залежить тiльки вiд j, тако-
го, що для i > j, Mij

∼= ⊗tii Xj, де ti = rank(Ti);
(iv) для i > j i для будь-якого скiнченно

породженого правого iдеалу A ⊆ Tj, каноничне
вiдображення Hom(Tj ,Mij) → Hom(A,Mij) є
епiморфiзмом;

R ∼=




T1 0 0 . . . 0
M21 T2 0 0
M31 M32 T3 0
...

. . .
...

Mn1 Mn2 Mn3 . . . Tn




Доведення. За умовою eAe – є дискретно нор-
мованi кiльця для будь-якого локального iдем-
потенту e. Одже, у цьому випадку Pr(eAe) =
ePr(A)e = 0 i Pr(A) = 0. Через те, що сiнгу-
лярний iдеал Sing(A) мiститься у первинному
радiкалi кiльця, Sing(A) = 0. Звiдси кiльце A є
несингулярне i пункт (а) доведено.

Покладемо Ai = eiAei, i = 1, . . . , n. Зважа-
ючи на твердженя 2 i той факт, що Ai є двобiчно
нетеровi кiльця, якi мають розмiрнiсть Круля,
то й кiльце A має розмiрнiсть Круля (лiву i пра-
ву).

За теоремою 9.6.3 (див. [1]) дискретно нор-
мованi кiльця є спадковими справа i злiва.

Будемо розглядати Ai як регурярний пра-
вий модуль (вiдповiдно лiвий). Через те, що
кiльце Ai – нетерово i спадкове, то всi правi (лi-
вi) iдеали є скiнченно породженими проектив-
ними пiдмодулями регулярного правого (лiвого
регулярного) модуля Ai, за [6], якщо P – мо-
дуль над нетеровим з двох бокiв кiльцем, та-
кий, що має розмiрнiсть Круля i такий, що всi
його пiдмодулi є проективнi, тодi Kdim(P ) ≤ 1.
Одже Kdim(Ai) ≤ 1 для кожного i = 1, . . . , n.
За умовою Ai є дискретно нормованими кiль-
цями, якi є двобiчно нетеровими i ланцюгови-
ми i мають розмiрнiсть Круля одиниця. Одже
з твердження 2 випливає, що Kdim(A) ≥ m то-
дi i тiльки тодi, коли Kdim(Ai) ≥ m для де-
якого натурального числа m. Звiдси випливає,
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що розмiрнiсть Круля напiвланцюгового куско-
во нетерового кiльця залежить вiд розмiрно-
стей Круля дiагональних компонент розкладу.
Одже KdimA = 1, пункт (b) доведено.

Через те, що кiльце є кусково нетерове Ti =
eiRei, де ei – локальнi iдемпотенти, Ti є напiв-
ланцюговi двобiчно нетеровi нерозкладнi i не-
сiнгулярнi. Зважаючи на пункти (a) та (b) кiль-
це A задовiльняє всiм умовам теореми 2.11 ро-
боти [4] i (с) є вже доведено.

Теорема 2. Якщо A – нерозкладне напiвлан-
цюгове кусково нетерове кiльце, таке, що eAe
– є тiла, для всiх локальних iдемпотентiв e,
тодi

(а) розмiрнiсть Круля кiльця A дорiвнює
нулю;

(b) кiльце A є двобiчно артиновим кiльцем.

Доведення. Позначимо Ai = eiAei, i =
1, . . . , n, за умовою Ai є тiло, одже є просте i
артинове кiльце, розмiрнiсть Круля артинових
кiлець дорiвнює 0. Отже, аналогiчно доведено-
му вище, маємо KdimA = 0.

Дiагональ кiльця A є артиновою, отже
для доведення (b) достатньо скористатися те-
оремою 4.11 (див. [2]), за якою напiвлан-
цюгове кiльце з артиновою дiагоналлю i T -
нiльпотентним первинним радiкалом є двобiчно
артиновим. Через те, що первинний радiкал у
кiльцях з артиновою дiагоналлю збiгається з
радiкалом Джекобсона кiльця є досконалими
справи i злiва див. 4.10 [2].

Твердження 5. Кожне напiвланцюгове ку-
сково нетерове кiльце R з розмiрнiстю Круля
одиниця має класичне кiльце часток яке є ар-
тинове i спадкове.

Доведення. За лемою 1 i з того, що
Kdim(R) = 1 кiльце R є несiнгулярне, за 5.12 [5]
кожне несiнгулярне напiвланцюгове кiльце має
класичне кiльце часток, яке є артинове i спад-
кове. Отже через те, що R є несiнгулярне R має
класичне артинове спадкове кiльце часток.
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